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Come si riconosce un sistema di 1° grado

Nel paragrafo precedente si & lavorato solo su
ualche particolare sistema di equazioni; piu in
enerale, si pud dire che un sistema di 1° grado

& costituito da pill equazioni di 1° grado, in cui

compaiono pit incognite.

Fra i sistemi di 1° grado i pill semplici da risol-

vere sono quelli in cui compaiono due equazio-

ni ¢ due incognite, abitualmente indicate con le
lettere x € y. Questi sistemi possono essere
sempre scritti nella forma seguente:

{ ax+by=h
cx+dy=k
dove le lettere a, b, ¢, d indicano i coefficienti

delle incognite, mentre le lettere /1, k indicano i
termini noti.

Ecco un esempio:
{ 6x+9y=19
Ox+3y=11

Tullavia, un sistema scritto in quest’ultima
Orma non mostra una rapida via di soluzione

con il metodo di sostituzione. Conviene allora

e3*'éll_mnare attentamente questo caso, affiancan-

aglil Callcoli 'svolti con i cpeff_icienti_ gumprici

i analoghi calcoli basati sui coefficienti let-
1ali (a, b, ¢, d, h, k).

feeo come si procede.
El ricava un’incognita (per esempio x) da
na delle equazioni (per esempio dalla

Prima) & si scrive I'espressione otlenuta al
Posto di x nell’altra equazione; si ha:

W
8l metodo di sostituzlone alla regola di Cramer

Dal metodo di sostituzione
alla regola di Cramer

: 6x+9y=19 | . [ ax+by=h
slstemaf{‘?xwy: - | sistema {_-tx +dy=k
| 6x=19-9y | ax=h-by
9x+3y=11 | cxtdy=k
<,x—'6 6y 4 r.a a‘y
Ix+3y=11
19 95
|76 6
190 0 el
9y +3y=11

2. Si risolve la seconda equazione, che presen-
ta la sola incognita y, e si ha:

3. Si sostituisce il valore di y nella prima equa-
zione per ricavare anche il valore di x. Nei
calcoli da svolgere con i coefficienti letterali
conviene indicare con 7 e n i termini della
frazione che da il valore di y. Si ottiene
quindi:
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4. Svolgendo i calcoli, si ottiene finalmente:

A= 3 ‘ XY= M

] | = ad—cb
— | _ ak=ch

=S 1 ¥ = ch

La regola di Cramer

Alla fine dei calcoli, si osserva che il procedi-
mento non offre difficoltd concettuali, ma
risulta alquanto lungo e pesante,

Converrebbe allora ricordare 1 risultati ottenuti
nel caso dei coefficienti letterali, in modo da
non dover ripetere ogni volta gli stessi calcoli.
Per questo Gabriel Cramer, matematico svizze-
ro del Settecento, ha proposto una scrittura che
rende facilmente memorizzabili i risultati otte-
nuti nel caso letterale. Ecco di che si tratta.

Si scrivono i coefficienti delle incognite in una
tabella come la seguente:

ab
cd

Questa tabella prende il nome di matrice
coefficienti. de
A questa matrice si associa un numero, g
mato determinante della matrice. definitg 8
modo seguente: e}

o Z j = ad-bc
c }

Il determinante si trova dunque nel modo ga
guente (fig. 1): 7

- si calcola il prodotto ad, moltiplicando (e i
ni che si trovano sulla diagonale Principgjes

- si calcola il prodotto bc, moltiplicando termi.
ni che si trovano sulla diagonale secondariqy

- si calcola la differenza ad—bc.

Analogamente, si pud scrivere:

hb

} ‘ = dh-bk
kd|

e ’ = ak—ch
ck

In questo modo, la soluzione del sistema:

Figura 1
Come si calcola il determinante
di una matrice

7 .
! =ad - bc o4
K| ’

~------> diagonale principale
_______ *> diagonale secondaria
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ax+by=h
cx+dy=k
a_ _h
=dh - bk ¢ =ak — ch
S A
c k
Capitolo nono  Eq di e si dl 1° grado

nella forma seguente:

o serivere

Sip hb ah
‘k d' Ik‘

% B ) abl

cd cd

soluzione si pud ricordare facilmente
"cffdgégucmi osservazioni (fig. 2):

C )n s . .. . .

= ambe le espressioni il denominatore ¢

o S nte della matrice dei coefficienti;,

il determing .
ssione che fornisce ., il numeratore
ninante della matrice ottenuta, a
ella dei coefficienti, scrivendo i
| posto della prima colonna;

. pell’espre
& il detert
artire da qu
termini notLa
ne",espressionc che fornisce ¥ il numeratore
n e determinante qella n}a.trlc?, ott@nuta, a
artire da quella dei coefficienti, scrivendo i
{ermini noti al posto della seconda colonna.

Questa regola prende- appunto il nome di rego-
la di Cramer.

Un esempio di applicazione della regola

di Cramer ‘ -
Ecco un esempio che conduce ad impadronirsi

della regola di Cramer per risolvere rapida-

Risolvere il sistema:

10x+4y=3
5x-20y=—4

- Si calcola il determinante dei coefficienti, che
vale:

10
520

=10(=20)-5-4=-200-20=—220

- Per ottenere il valore di x, si calcola il se-
guente determinante:

B =3(=20)—(-4)-4=—60+16=-44

Si trova quindi:
=2 _1_09
-220 5
- Per calcolare il valore di y, si calcola invece
il seguente determinante:
10 3
=10-(—4)-3-5=40-15=-55
5

Cosi si trova:

i i zioni 55 _1
mente dei sistemi di 1° grado di due equazioni y= 0 =7 =025
in due incognite.
Elgurell 2
a soluzione f _
«l.un sistema \ ax +by =h
1
[
( cx +dy =k
h b a h
k d c k
X 5 ee————— Y 5 e—
a b a b
c d c d

8. Dal Metodo di sostltuzione alla regola di Cramer

k
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In definitiva la soluzione del sistema &

(é; %) ossia  (0,2; 0,25)

La regola di Cramer e i sistemi indeterminati

Ecco un secondo esempio di sistema da risol-
vere:

2x+3y=4
4x+6y=8

Si osserva subito che la seconda equazione &
ottenuta dalla prima moltiplicandone i due
membri per 2, percio le due equazioni sono fra
loro equivalenti; questo vuol dire che il sistema
¢ in realta costituito dalla sola equazione:

2x+3y=4

riscritta due volte.

Si tratta allora di un sistema indeterminato,

dato che una sola equazione in due incognite

non determina una soluzione.

Che cosa succede ora applicando la regola di

Cramer?

- Calcolando il determinante dei coefficienti, si
trova:

|23

=2.64-3=12-12=0
‘ 46
- Calcolando poi gli altri due determinanti, si
trova:

( 43| =4.6-3.8=24-24=0
186

24
48

Si trova dunque che tutti e tre i determinanti
valgono 0.
Questo stesso risultato caratterizza, pill in
generale, i sistemi formati da due equazioni
equivalenti.

=2-8-4-4=16-16=0

La regola di Cramer e i sistemi impossibili

Ecco un ultimo esempio di sistema su cui
riflettere:

2x+3y=4
4x+6y=12

Le due equazioni non sono equivalenti, perché
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la seconda equazione & ottenuta dalla
questo modo:

- il primo membro & stato moltiplicato per .
- il secondo membro ¢ stato moltiplicatg

Tuttavia, calcolando il determinante dej coef
cienti, si trova ancora: L

prima, :
Pergy,

23 ‘
=2-6-4-3=12-12=0
46 |
Pero, calcolando gli altri due determinang;
trova: '

43
‘ =4.6-3-12=24-36=—12
12 6
24
=2-12-4-4=24-16=8
412

In questo caso allora, per calcolare il valore,
X ey, si dovrebbero eseguire le operazigy
seguenti:
-12 _8
x=——- y_ -
0 0
operazioni prive di significato, dato che non g
pud eseguire la divisione per (.
Non si pud dunque trovare la soluzione de
sistema, cio& i/ sistema ¢ impossibile.

Sistemi risolubili
Le considerazioni precedenti possono esseré
sintetizzate nel modo seguente:

- Un sistema indeterminato non riesce a deter-
minare una sola soluzione, perché & formato
da una sola equazione ripetuta due volte; in!
questo caso I tre determinanti presenti nella:
regola di Cramer valgono tutti 0.

- Se poi il solo determinante dei coefficienti é
0, le due espressioni che forniscono x e y per=
dono significato, dato che non si pud eseguire’
la divisione per 0; in questo caso non si pudl
trovare la soluzione del sistema, cioé il siste-
ma é impossibile.

- Se invece il determinante dei coefficienti not
vale (), si trova una sola soluzione, fornit2
rapidamente dalla regola di Cramer; in questo
caso il sistema si dice risolubile.

Converra allora controllare la risolubilita di Ul

sistema prima di iniziare a risolverlo, tenend®

presente che un sistema é risolubile solo ¢
risulta:

ad-bc#0

= S . . 'di1°9'ado

Capitolo nono li e




